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Lo prisentation, la lisibilitéd, Vorthographe, lo gqualité de lo réduction, o clorté et lo précision des
raisonnements enlreront pour une part impoctante duns lappréciation des copies.

Les candidats sont invitds & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule Nutilisation d'une régle gradude est autorisée,

Siaw cours de Uépreqve, un candidat repére co gqui luf semble étre une ervewr d'énonce, i lu signalera sur so
cople et poursuivea sa composition en expliquant les raisons des imitiatives qu'il sera amené & prendre,

L'épreivve est constitude de quatre exercices indépendants.

On suppose que la hibraine numpy de Pyt hon est importée grice a la commande irport numpy
as np et que la librairie numpy . randor de Python est impartée grice 4 la commande import

numpy.random as rd

L= Tournez la page S.V.P.



Exercice 1

L 10 0y
On considére les matnces A::t 1 0 i|leel=j0 1 0O ‘
o 1 W g

1} Exprimer A® en fonction de A et de /. puis déterminer un polynome annulateur de A qui soit de
degré 2.

7% 1) Quelles sont les valeurs propres possibles de A ?
by Utiliser le polyndme annulateur trouvé pour montrer que la matrice A est inversible ct

déterminer A~ en foncton de A et /.

P .

1 3 aF
3} On considire les vecteurs L/ :[ 1 | Vv :r‘ 0 . et W= —I |
I, ]._..' | —l g ﬂ_,-
a) Calculer les produits AL, AV et AW eten déduire que les valeurs propres possibles de A
trouvées i la question 2a) sont effectivernent valeurs propres de A

\I

Il [ (2 e R
b On pose Q:|_ 1 0 -1 | el I}:I‘ 0 -1 0O | Montrerque AQ=0D.
g2 ! L
] [ 15y
¢) On donne R::.| 1 1 -2 .
i i)

Calculer OR puis en déduire que ¢ est inversible et exprimer Q7' en fonction de £

dy En déduire que A est diagonalisable.
47wy Montrer par récurtence que, pour tout entier naturel p,ona: A" = oD,

o . : ; . ! : e ;

b) Vérifier que la premidre ligne de la matrice A” est - {'2."‘ D e i =
5} Un jeton se déplace sur les trois sommets pumérotés 1, 2, 3 d un triangle selon [a régle suivante :
¢"il est sur un sommet, il se déplace de fagon &quiprobable sur I'un des deux autres.

Au départ, le jeton s¢ trouve sur e sommet 1. On pose X, =1 et, pour tout ne HM'. onnote X, la
variable aléatoire égale au numéro du sommet SUr lequel se trouve le jeton apres le R-ieme

deéplacement.
) Donner la loi de X, puis vérifier que la loi de X, est donnee par :
. e il v 1
P(X,=l)== P(X,=2)=- P(X,=3)=~
2 ; 4 4

b On considére la matrice 4 une ligne et trois colonnes L, =(P(X,=1) FlX,= 2 ELE =
Pour tout entier natarel n supérieur ou égal i 2. utiliser la formule des probabilités totales pour Etablir

la relation :
; ] 1
P(X, =)= PIX, 22) 45 P(X, =3)

¢} Donner sans démonstration les ¢galités analogues concernant PLX =2 ntP [X 4y =3}, puis
en déduire 1a matrice carrée B, proportionnelle & A, telle que
wnelM,nz2, L,=L58
d} Veérifier que la relation precédente resie valable pour =0 ct n=1.
¢) Montrer par récurrence gue, pour (ot entier naturel n,ona: L, = L; B".
{y En déduire. grice i la question 4b), 1a lot de X, pour tout entier naturel n.

m
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Exercice 2
[0 six>0
1} Seit £ lafonction qui a tout réel x associe f{x)=q14x(l-x) si0=x<l.
o six>1

Véritier que [ est une densité de probabilité.

(in considére désormais wne variable aléatoire X de densité | et on note F, sa fonction de

FEPArTition.

2} a) Montrer que X posséde une espérunce gt donner s valeur,

: s ) e 1]
b) Montrer que X posséde une variance et vérifier qu'elle est égale & —

iy

i) six <l
3 Montrer que F'ona s Fo (x) =d]— 1o an=v=]

1 glx>]

4) Soit &/ et V deux variables aléatoires a densité, indépendantes, et suivant toutes les deux la loi
uniforme  sur |0.1]. On pose M =min{{/ V), cest-d-dire que, pour tout réel x. on a
PIM=>x)=P(U>x)P{V>x). Onadmet que M est une variable aléatoire a densité et on nole £y,
sa fonction de répartition.

a) En notant  la fonction de répartition commune & &' et V', rappeler 'expression de G{x)
selonque x=<0,0=x=1louw x=1,

by En déduire, pour tout réel x, les expressions de P(M > x) etde F,, (x) en fonction de (r(x).

¢t Donner enfin explicitement Fyy (1) selongue x=<0, 053] ow v=1.

5 . = : S o s - . = i
5) On considére la variable aléatoire Z définie par Z =~ M etonnote F, sa fonction de répartition.
a) Déterminer F5(x) selonque x<Q0, 0<x=1ou x =1,
by En déduire que X et £ swivent L méme loa.
¢) Compléter le script Fython suivant qui simule la variable M dla ligne L3, afin qu’il simule Ta
variable X & la ligne L4,

| 151 U=rd.random{}
[ V=rd. random{)
| L3 M=np.min {17, V}
| .4 K=——-

Exercice 3
On considére deux variables aléatoires X et ¥, indépendantes et suivant la méme loi donnée par
) bl , . ; e 1
AlA =0t=—, PlX =l}j=— ¢t P{X=2)=—
(K=Bi=e PR l=sia R =

On a donc également :

.

P(Y =0) e e e

bk | =

1
4

Onpose S=X 17V et T=XY etonadmet que & et T sont des variables aléatoires.

Tournez la page S.V.I.



1} a) Déterminer |'ensemble des valeurs prises par S, puis déterminer la loi de §.
s N ’ 3
b} En déduire que |'espérance de S est égale a =
¢} Retrouver ce résultat en utilisant la relation qui définit 5.
2} a) Déterminer I'ensemble des valeurs prises par T .
7
by Vérifier que P(7T=0}= . puis déterriner la loi de T

%
¢) En déduire que I'espérance de T est égale & ‘]__ﬁ

d) Retrouver ce résultat en utilisant 1a relation qui définit T

A i

3} Déterminer la loi du couple (§,T) puis retrouver les lois de § et de 7.
4) Les variables aléatoires S et T sont-¢lles indépendantes ?

e 4 : :
5) Vérifier que E(ST)= o s caleuler Cov (8.7}

L

Exercice 4
1 .
On pose 1y = = et, pour tout entier naturel # non nul

I,

M, s
T )u, +1

1} a) Montrer gue I'on définit ainsi une suite () - de nombres réels strictement positifs.
On pourra procéder par récurrence sur # en montrant que, pour tout entier naturel s le réel u, est bien

défini el strictemenl positit.
b) Compléter la fonction Eython ci-dessous pour qu'elle renvole la valeur de w, & 'appel de

suite (n}. B o )
def suitefln): 5
=1/
forilk inlrange(2,n+1}:
LRt

return u

e 1
2y Donner Ia valeur de 1, . puis vérihier gue i, = TS
3} a) Utiliser la définition de la suite {u, ) .. pour établir I'encadrement :

1

Ve W™, D<u,  <——
) Hn+l)

by En déduire que la suite (u, ] .. converge et donner sa limite,
¥ :

b Ea

4} Pour tout entier naturel £ non nul, on pose @ v, =—.

2y Erablir I'égalité -
= M =2+ 1)

by Lasuite {v,} . est-elle arithmétique 7 Justifier,

4/5



¢) Par sommation de 1" égalité obtenue i la question da), établir la relation :
Vne M7, v, =n(n+1}

d} En déduire explicitement u, en fonction de » puis retrouver la valeur de lim i, .

=t

5) a) Détermuner les constantes a et b pour lesquelles, pour tout entier naturel # non nul, ona:
i b

“‘.1 I ——

n n+l

I
b1 Pour tout enticr naturel N supérieur ou égal 4 1, caleuler la somime Mu,.
ko Pl

n=l

¢} En déduire que la séric de terme général i, converge et donner sa somme.

6) a) Expliquer pourquoi on peul maintenant considérer une variahle aléatoire X dont la lol est
donnée par la relation
o T T 2 B e
by Soit # un entier supérieur ou égal & 1. Montrer que :

JA.H—;' ldff’j ]_
wrl e+

c} En déduire Uinégalite ;

.\"‘ E .
> ——=zIn{N+2)-In(2)
ahtl

d) Montrer alors que X ne posséde pas d'espérance.

Bl



