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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans lappréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble &tre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

o L’épreuve est constituée de quatre exercices indépendants.

o La probabilité d'un événement G est notée P(G).

EXERCICE 1

Soit e un réel strictement positif et f la fonction définie sur R & valeurs réelles telle que :

2¢72t-0) t>q
t) = ==
f® { 0 sinon

B
1.a) Soit B un réel supérieur ou égal a a. Calculer P'intégrale / 2e"2(t-a) gy,
a

s

+o0
b) En déduire la valeur de I'intégrale / 2720t gy,

a
2. Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.
Dans la suite, on note X une variable aléatoire admettant f comme densité.
1—e20-9) gir>a

3. Montrer que la fonction de répartition Fx de X est donnée par : Fx(z) = { 0 .
sinon

4. On note Y la variable aléatoire définie par : ¥ = X — a.
a) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.
b) En déduire que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.
¢) Donner la valeur de espérance de Y.
d) En déduire que X admet une espérance et donner sa valeur.
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EXERCICE 2

1
On considére la suite (u,)nen définie par : ug = 1, et pour tout n de N*, u,, = / (In(1+1¢))" dt.
0

1. On note g la fonction définie sur R, & valeurs réelles telle que : pour tout ¢ > 0, g(t) = (1 +¢)}In(1 +¢) — ¢.
a) On note ¢’ la fonction dérivée de g. Calculer ¢/(¢) pour tout réel ¢ > 0.
b) En déduire la valeur de u;.
2. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, 1] & valeurs réelles telle que : f(¥) = In(1 +¢).
a) On note f' et f” respectivement, les dérivées premiére et seconde de f.
Calculer pour tout réel ¢ de [0,1], f/(t) et f(¢).
b) Etudier les variations de f sur 'intervalle [0, 1] et tracer la courbe représentative de f dans le plan rapporté
a un repére orthonormé (on donne : In2 =~ 0, 7).
¢) Montrer que la fonction f est concave sur [0, 1].
3.a) Justifier pour tout réel ¢ de [0, 1], 'encadrement suivant : 0 < In(1 +t) < In2.
b) Montrer que pour tout n de N*, on a : 0 < u, € (In2)".
¢) En déduire que la suite (un)nen est convergente et a pour limite 0.
4.a) A D’aide d’une intégration par parties, établir pour tout entier naturel n, la relation suivante :

n-+41

Unsr =2(In2)"" — (n+1)u,.

(On pourra remarquer qu’une primitive de la fonction ¢ — 1 est t — 1+ 1)
b) En déduire que pour tout entier naturel n, on a : (n + 1)u, < 2(In 2)”“.
¢) Montrer que la suite (up)nen est décroissante.
d) En utilisant la monotonie de la suite (15 )nen, montrer que pour tout nde N, ona : (n+2)u, > 2(In 2)"+1,

. . nu
e) Déterminer lim ————.
n=%o0 9(In2)"

EXERCICE 3

__2:v+1
o+ 2

Soit f la fonction définie sur Ry a valeurs réelles telle que : pour tout z = 0, f(x)

On consideére la suite (i, )nen définie par : up = =, et pour tout n de N, upi1 = f(un,).

D]

1.a) On note f' la fonction dérivée de f. Calculer pour tout réel z 2 0, f'(z).
b) Dresser le tablean de variation de f en précisant les limites aux bornes de I'ensemble de définition.
Placer les réels 1 et f(1) dans ce tableau.

2.a) Montrer que pour tout entier naturel n, le réel u, appartient & I'intervalle [0, 1].
b) Etablir pour tout réel x de [0, 1], I'inégalité suivante : |f'(z)| < 1

—|un —1].

c¢) En déduire que pour tout entier naturel n, on a: |up+1 — 1| < 1

. . : 1o /3\"
d) Etablir pour tout entier naturel n, 'inégalité suivante : ju, — 1| < 7 X (Z) .

e) En déduire que la suite (u,)nen est convergente et donner sa limite.
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3. Soit A, J et I les matrices d’ordre 2 suivantes : A = (? ;) J = (; }) et I = ((1) ‘1))
a) Montrer que J? = 2.J.
b) Etablir pour tout entier naturel n, la relation suivante : A™ = I + 5(3” ~ 1)J (on rappelle que A° = ).
c) Donner sous forme matricielle, I'expression de A™ en fonction de n.

4. On note (Pn)nen €t (gn)nen les deux suites définies par :

Prnsl = 2Pn + gn

=1, go = 2, et pour tout n de N,
bo a0 & PO { Gntl =Pn+2¢n

On considére pour tout n de N, la matrice & denx lignes et une colonne X,, définie par : X,, = (2 ™ )
n

a) Etablir par récurrence que pour tout n de N, on a : X,, = A" X,.
b) En déduire 'expression de X,, en fonction de n et donner les valeurs de pn et de g, en fonction de n.
PIn

5.a) A l'aide d’un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel n, I'égalité : u, = .
Gn

b) Donner I'expression de u, en fonction de n et retrouver la limite de la suite (u, )nen.
EXERCICE 4

Une puce se déplace a chaque unité de temps sur les quatre sommets, numérotés 1, 2. 3 et 4, d’un carré selon
le protocole suivant :
e A Dinstant 0, la puce se trouve sur le sommet 1.
o Si alinstant n (n > 0) la puce se trouve sur le sommet 1, elle sera a U'instant n + 1 sur le sommet 1 avec la
ey s 2 g 1
probabilité 3 et sur le sommet 3 avec la probabilité 3

Si a I'instant n (n 2 1) la puce se trouve sur le sommet 2, elle sera & I'instant n + 1 sur le sommet 1 avec la

| e, b
probabilité 5 et sur le sommet 3 avec la probabilité 5
s Sialinstant n (n > 1) la puce se trouve sur le sommet 3, elle sera & 'instant 7 + 1 sur le sommet 2 avec la
g 1 e, 1
probabilité 5 et sur le sommet 4 avec la probabilité 5
o SiaVinstant n {(n 2 1) la puce se trouve sur le sommet 4, elle sera & l'instant n + 1 sur le sommet 2 avec la
o1 oo 2
probabilité 3 et sur le sommet 4 avec la probabilité 3
Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet occupé par la puce 2
I'instant n et on a donc P([Xy =1]) = 1.

1.a) Déterminer la loi de X;.

b) Calculer I'espérance et la variance de X;.
2. Déterminer la loi de X5.

3.a) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 4 2, on a :

P({Xn+1~1])—-“P([ =1+ P([ n=2]).
b) Exprimer de méme, pour tout entier n supérieur ou égal 4 2, P ([Xn+1 = 2]), P((Xn41=3]), P([Xn+1 = 4)])
en fonction de P([X, = 1]), P([X, = 2]), P([X, = 3]) et P([X, = 4]). ‘
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¢) Vérifier que les relations précédentes sont encore valables pour n = 1 et n = 0.
d) Que vaut pour tout n de N, la somme : P([X,, = 1]) + P([X, = 2]) + P([X,, = 3]) + P([X,, = 4])?

1
4. On pose Up = | 0 } et pour tout n de N, on note U,, la matrice 3 trois lignes et une colonne définie par :
0
P([Xn = 1})
Uy, = P([Xn - 2})
P([Xn = 3})
4 30 1 0
Deplus,onpose : A=~ |-2 -2 1]etB==]1
2 3 0 0

En utilisant les relations trouvées précédemment, établir pour tout n de N, la relation : U, , = AU, + B.

5.a) Déterminer une matrice L & trois lignes et une colonne vérifiant : L = AL + B.
b) Etablir pour tout entier naturel n, la relation suivante : U, = A" (Uo — L)+ L.

6. On pose C = 64. Soit R, D et Q les matrices d’ordre 3 définies par :

1 1 3 1 00 0 -5-5
R={-1-2-1}.D={0-2 0]etQ=1{-2 -4 2
-1 2 1 0 0 3 4 3 1

a) Calculer RQ. En déduire que R est inversible et donner R~!, ot R™! désigne la matrice inverse de la
matrice R.
b) Calculer CR ~ RD.

) 1 n
¢) En déduire pour tout entier naturel n, la relation suivante : A™ = (6) RD"R™Y.

7. On admet que la limite de la matrice U, lorsque n tend vers +00, est une matrice U dont les coefficients sont
obtenus en prenant la limite des coefficients de U, lorsque n tend vers +oo.
Déterminer U et préciser lim P([X, = 4]).
n—r4oc
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