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Si au cours de I'épreuve, un candidat repeére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Exercice 1
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1. a) Calculer A%, Vérifier que A% = A + 61.
b) Deéterminer un polynéme annulateur de la matrice A.
¢) En déduire que les seules valeurs propres possibles de A sont —2 et 3.

3 [ -2 3 -2
2. On considére les matrices U = ( 1 ); V= ( 1 ) et P= ( - )

a) Vérifier que U et V sont des vecteurs propres de la matrice A et donner leurs valeurs propres
associées.
b) Justifier que AP = PD. La matrice A est-elle diagonalisable 7
3. a) Montrer que P est inversible et calculer P7".
b) Montrer que pour tout entier naturel » on a : A"FP = PD".

¢) En déduire que pour tout entier naturel n on a:

gn4d-1 {_oyn+l o antl o 9 9yn+l
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b 5 an (____2)1;. 2.3n + 5‘(__‘}?4.
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On considére la suite (i, )nen définie par ses deux premiers termes ug = — 35 et up = 1 et pour toul

entier naturel n, par la relation :
Hpta = Up1 + Oup + 3
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4. Calculer us et ug.

5. On considére le programme Scilab suivant. 1. n=input(’n?’)
Quelle instruction faut-il ajouter en ligne 5 pour 2. v=-1/2,u=1
que ce programme calcule et affiche la valeur de u,,, 3. for i=2:n j§
I'entier n non nul étant donné par I'utilisateur ? |4. a=u ,
R :
|0 V= !
|7. end '
LS disp(u)
3N - 1 - Ur 1
On pose B = ( 0 >} , = ( _,i ) et pour tout entier naturel n, X, = { e )
2 Voo 4

6. a) Montrer que pour tout entier naturel n on a : X,,., = AX, + B.
b) Veérifier que AL+ B = L.

¢) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : X, = A™( Xy — L)+ L.
d) Deéduire des questions précédentes que pour tout entier naturel n on a :
3 1
Uy = — (3" — (—2)") — =
T 10( J L ) ) 3
7. On considére le programme suivant. Comment 1. nxgﬁ‘put(’n?’)
faut-1 compléter la ligne 5 pour que ce programme 2. X=[1;-1/2]
calcule et affiche la valeur de wu,, Uentier n é&tant 3. A=[1,6:;1,01,B=[3;0] !
donné par 'utilisateur 7 4. for i=i:n |
5. K=ol |
6. end
|7, disp(X(2))

Exercice 2

Soit g la fonction définie sur R par : g{z) =% - 1 + .

1. a) Montrer que g est croissante sur R.

b) Calculer g(0). En déduire, pour tout réel z, le signe de g{z) selon les valeurs de z.

On considére la fonction f définie sur R par : f(z) = z+1— —. Onnote C sa représentation graphique
e

dans un repére orthonormé (0,7, 7) d’unité 2 cm.

2. a) Calculer lim f(z).

T—+0oC

b} Montrer que la droite D d’équation y = z + 1 est asymptote & C en +oc.

¢) Justifier que :J.,EIE%QC flz) = +o0.

. " . . g{x)
3. a) Montrer que la dérivée de f vérifie, pour tout réel z, la relation : f'(z) = =2 —)

e!]’}
b) Dresser le tableau des variations de f en y faisant figurer les limites calculées en 2.

2—x

4. Montrer cue la dérivée seconde de f vérifie pour tout réel z la relation : f7(z) = e

Etudier la convexité de f.

5. Tracer Vallure de C et D.



Exercice 3

Une urne contient une houle rouge et deux boules blanches. Un joueur effectue trois tirages successifs
d’une boule dans cette urne. Il remet la boule obtenue dans 'urne aprés chaque tirage.

A partir du deuxiéme tirage, le joueur regoit un point & chaque fois que la couleur obtenue a un tirage
n’est pas celle qui a été obtenue au tirage précédent. Dans le cas contraire il ne recolt aucun point.
Ainsi, si les trois tirages successifs ameénent : blanc, rouge, rouge le joueur marque un point au deuxiéme
tirage et aucun au troisiéme tirage.

On introduit, pour tout entier k compris entre 1 et 3 les événements By, : « obtenir une boule blanche
au k-éme tirage » et Ry : « obtenir une boule rouge au k-éme tirage ».

1. Soit X7 la variable aléatoire de Bernoulli égale au gain du joueur lors du deuxiéme tirage. Clest
a dire que X est égal a 1 si le joueur marque un point lors du deuxiéme tirage et que X7 est
égal & 0 sinon.

a) Justifier que (Xy = 1) = (By N Rg) U (Ry N Bs). Calculer P(Xy =1).
b) Donner F(Xs) et V{(Xs).

2. Soit X3 la variable aléatoire de Bernoulli égale au gain du joueur lors du troisiéme tirage.

a) Justifier que X3 suit la méme loi que Xs.
b} Soit G la variable aléatoire égale au nombre total de points marqués lors des trois tirages.
Exprimer G en fonction de Xo et X5. En déduire E(G).
3. a) Exprimer Uévénement (X2 = 1) N (X3 = 1) en fonction de By, By, By et Ry, Ry, R3. En
i}
déduire que P((X2 =1)N (X3 = 1))

5.
b) Compléter de la méme maniére le tableau suivant donnant la loi conjointe du couple
(XQ}-X3)'

X3

I Ll I o]
| g(:

[Eal] )

2
En déduire que cov{Xa, X3) = TR

4. Calculer V{G).

5. On suppose & présent que le joueur effectue n tirages successifs, n étant un entier naturel supérieur
ou égal & 2. 1l remet toujours la boule obtenue dans urne aprés chaque tirage. Les régles du
jeu restent inchangées et on continue & noter G le nombre total de points marqués lors de ces n
tirages.
a) Expliquer avec précision pourquoi 'instruction :
¥=grand(1l,n,’bin’,1,1/3)

permet, de simuler n tirages dans 'urne.

b) Quelle instruction faut-il ajouter 4 Ia ligne 1. n=input(’n ??)
6 pour que le programme suivant simule 2. X=grand(i,n,’bin’,1,1/3)
n tirages successifs dans l'urne (Pentier 3. G=0
n > 2 étant donné par 'utilisateur) et qu’il 4. for i=2:n
affiche le nombre de points marqués par le 5. if X(i)<>X(i-1) then
joueur 7 On justifiera la réponse. 6. ...
7. end
8. end
9. disp(®
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Exercice 4

Dans tout 'exercice o est un réel strictement positif.

+co 1 +0oa 1
[ 'wﬂetK::/ = dt
t3 ?Ld
a @ 2

oL

1. Montrer que les intégrales

+o J_
I:/‘ it J =
@
1

_ e 1 _ 1
sont convergentes et vérifier que I = —, J = — et K = —.
a 2a2 3a3

On considere la fonction [ définie sur R par :

: 3a°
f(t)2031t<aetf(t)=—¥—51t2a

2. Montrer en utilisant un des calculs de la question 1 que f peut étre considérée comme une densité
de probabilité.

Un fabriquant de téléphone portable veut étudier Vautonomie de ses téléphones. Etant donné un
telephone pris au hasard chargé au maximum, on note X le nombre d’heures écoulées lorsque le
téléphone g'éteint. On admet que X est une variable aléatoire de densité f.

3. Montrer en utilisant certains calculs de la question 1 que X admet une espérance et une variance
. ‘ - 1/ 3a?
et vérifier que lona: E(X) = 5 et V(X) = .

4. On note F la fonction de répartition de X.
a) Calculer F(z) lorsque z < a.

3
b) Justifier que Fz)=1— (E) lorsque = > a.
T
] 7 1
¢) Vérifier que P(2a £ X < 4a) = é et que P(X > 2a) = 3
Calculer P{XZ%](X < -la) .

5. On cherche & estimer le paramétre a. Pour cela on allume en méme temps n téléphones pris au
hasard que I'on a chargés au maximum, n étant un entier naturel non nul. On note pour tout
entier i compris entre 1 et n, X; la durée en heure écoulée lorsque le 4-éme téléphone s'éteint.
On suppose que les variables aléatoires Xy, -+, X, sont indépendantes.

9 n
On pose : M, = 3 ;Xi.
a) Calculer E(M,) et V(M,).
b) Montrer que M, est un estimateur sans biais de a. Calculer son risque quadratique.
c) Soit £ un reel strictement positif. Montrer en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev

que :
a2
P(|ﬂﬂfn - (L| > E.) < g}:{é‘"—z

d) Soit o un réel de |0,1[ et & = ¢ . Montrer que [My, — &; My, + €] est un intervalle de
V3an

confiance de a au niveau de confiance 1 — c.

100
e) Le fabriquant teste au hasard 100 téléphones. Il remarque que la somme Z X, est égale &
=1

603. A quelle valeur peut-il estimer a 7




