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Lo présenTotion, lo l is ibi l i té, l 'or ihogrophe, lo quol i té de lo rédoction, lo clorié et lo précision des roisonnements entreront
pour une port importonte dons l 'oppréciot ion des copres.
Les condidots sonT invités à encodrer dons lo mesure du possible les résultois de leurs colculs.
I ls ne doivent foire usoge d'oucun document :  l 'ut i l isot ion de toute colculotr ice et de tout motériel électronique est
interdite.

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce problème sont supposées définies sur le même
espaceprobab i l i sé(CI , "4 ,P) .Sousréserved 'ex is tence,onnote  E(X)e t I l (X)  respec t ivement ,  l ' espérance
et la variance d'une variable aléatoire réelle X quelconque. Pour toute variable aléatoire réelle X
admettant une densité sur lR, notée f y, on note 2;ç I'ensemble des réels s pour lesquels la variable
aléatoire e"x admet une espérance, et on note (D7ç la fonction définie s'll Dy par : !D7ç(s) : E(e"x\,

On admet les résultats suivants :

o si deux variables aléatoires X et Y sont telles que Q;ç et Qy coïncident sur un intervalle ouvert non
vide, alors X et Y ont Ia même loi ;
. si rù est un entier naturel non nul, et X1, X2,. . ., X, des variables aléatoires réelles quelconques,

mutuellement indépendantes, alors, pour tout entier p de [1,n - 1] et pour toutes fonctions réelles
c o n t i n u e s  g t e t g z , l e s v a r i a b l e s a l é a t o i r e s  g r ( X r , .  . , X o ) e t g 2 ( X o a 1 , . . . , X n )  s o n t i n d é p e n d a n t e s ;

o si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors XY admet une
espérance, et E(XY) : E(X)E(Y).

f + æ  /  _ * 2 \
La fonction exponentiel le est également notée exp. On rappelle ar" '  

- /__ 
*t ( ;)  dr: J2n.

Dans tout le problème, U désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Prél iminaire

r+æ
On rappelle que, pour tout s de Dy,on a :O2ç(s) :  

/  
exp(sr)f  y(r)dr.

1. Soit a un réei non nul et ô un réel ouelconoue. 
r-æ

r*æ
a) Montrer que I'intégrale 

/ 
exp(-ar2)dr est convergente si et seulement si o ) 0, et vaut alors

Seule l 'uTi l isot ion d'une



/^+æ
b) Err dériuire que I'irrtégrale / exp(-ar2 i br)tlx est convergente si et seulenrent si a ) 0, puis

J - æ

2. a) Détermiter D1r; pour tout s de Du, calculer Oy(r).

b ) O n p o s e : Z : ( J 2 . É t u b t i .  q u e : D 2 : l - o o , f [ , r n o r r r . " r , à l ' a i d e d u t h é o r è m e d e t r a n s f e r t , q u e p o u r

tout réel s de D2, on a : QsQ) : (1 - 2s)-t/2.

3. Soit X une variable aléatoire réelle à densité, et soit /, et B deux réels quelconques.

a) Montrer qu'un réel s appartient àDpx+a si et seulement si ps appartient àDy,et que dans ce cas,

çn a:  Qpx+Ê(s)  :  exp(É")ox(p") .
b) On suppose que X suit une loi 7 de paramètre v, où u est un réel strictement positif.

Montrer que: Dy:l- oo,1[; pour tout s de Dy, établir la formule : ô;(s) : (1 - s)-". De même,
déterminer D2y ', povr tout s de D2y, calc;tler (Dzx(s).

Partie I. Loi du y2 centté

Soit r un entier supérieur ou égal à 1. On considère une variable aléatoire X, suivant la loi I de paramètres
/ ^  r \
\r,t), 

c'est-à-dire que X" possède une densité fiç" donnée par:

f -: l-..- x ri-.t "*p (-*) si r ) o
l x " ( r ) : \ z â r r ( ; )  - \  z /

( 0  s i c ( O

On dit que X, suif une loi du y2 (<chi deux>) centré àr degrés de liberté, et on note: X,,- y2(r).

1. Étudier les variations de fxo et tracer sa courbe représentative dans un repère orthogonal du plan.

2. a) Montrer que la variable aléatoire f suit une loi 7 de paramètre 
f,. nn déduire E(X,) et V (X.).

b) Détermine r D x. i pour tout s de D yl , calculer ôx" (s).

3. Soit n un entier de N". On considère n variables aléatoires indépendantes U1,U2,. . . ,Un de même loi
que U. Pour tout i de [1,n!, on pose : Zi:ry| .

a) Vérifier que X1 et U2 sont de même loi.
f t

b) On pose : Wn : D tn Quelle est la loi de probabilit é d,e Wn?
i : l

c) Déterminey Dw^, et pour tout s de D1ry^, exprimer Aw.(s) en fonction de s et de n. Établir une

relat ion entre Qsz.(s)  et  Qsr(s) ,  iDTr(s) ,  . . .  ,Qz^( t ) .

4. Soit T une variable aléatoire qui suit Ia loi normale centrée, de variance o2 inconnue, a étant un

réel strictement positif. Pour n entier supérieur ou égal à 2, on dispose d'un n-échantillon indépendant,

identiquement distribué (i.i.d.), Tt,Tz,. . . ,7, de la loi de ?. On considère la variable aléatoire S, définie
1 f l

p a r : , S - : 1 5 - ? ? .
n - .

a) Montrer ol;"=; est un estimateur sans biais et convergent du paramètre o2.

b)  Soi t  ounréelvér i f iant 'O:" ,  (  1 ,  et  so i t  /co leréelst r ic tement  posi t i f  te l  que:  P( \W.2 k, l ) : l -o .

Montrer que I'intervalt" 
10, ff.| 

est un intervalle de confiance de o2 au risque a.



Part ie I I .  Loi du 12 décentré

Orr corisidère une suite (ùI i) j2t de variables aléatoires définies sur un espace probabil isé (Q,,4,,P),
mutuellement indépendantes, telles quc pour tout j de N*, Mj suive la loi normale d'espérance mi
(rn1 e R) et de variance égale à 1. 

n rL
Pour n entier de N*, on pose : Ç :l)U? et À, - D^?

J _ _ I  J : L

On dit que Yn suit une loi du y2 décentré à n degrés de liberté, de paramètre de décentrage \n, et on
note : Yn ', y2(n, Àn).

1. Dans cette question uniquement, on suppose que l'entier n est égal à 1.

a) Montrer les deux égalités suivantes : E(U3):0 et E(U4):3.

b) En déduire, en fonction de À1 ,les valeurs respectives de E(h) et de Z(Yr).

c) Montrer que : 2y, : l * oo, 11", er.Ut,., pour tout réel s de Dy,,laformule suivante :

Av , ( " )  =  ( l  -  2 { - t l z  "  " *o  ( ,  " ^ t=  
)

\ 1 - 2 s l
2. Soit n. un entier de N*.
a) Calculer E(Y^) et V(Y") en fonction de n. et À,.

b)  On admet que l 'on a:Dy^: l -oo,  
l I  ton.  tout  s  de 2y. ,  expr imer @y.(s)  en fonct ion de s,n et  À^.

Partie III. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Sur un espace probabilisé (f), A,P), on considère une variable aléatoire X à valeurs dans IR admettant
une espérance E(X), et une variable aléatoire K à valeurs dans N. On note N6 I'ensemble des entiers
naturels È vérifiant P(lK : k]) > O, et on suppose que pour tout entier ,t de N6, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle P1r<=r], notêe E(X/K : k).
On admet alors l 'égalité suivante : (*) E(X): I E6/K: e)p([/{: k])

/c€Nr

Soit g I'application définie sur N par : g(k) : I E(X/K : k) si 't e N6
t o sinon

I. Vérifrcation de Ia formule (*) sur un exemple.

Soit (J')121 une suite de variables aléatoires définies sur (Q,,,4, P), indépendantes et de même loi uniforme
sur I'intervalle [0, 1]. Pour tout À de N*, on pose : Xp : 

rlï!n(a) 
; autrement dit, pour tout a.r de O,

Xp(u): max 4(ar). Soit K une variable aléatoire définie sur (Q,.A,P) qui suit Ia loi uniforme discrète1< i<k  '  '  '

sur [1, n\ (ne N-). On suppose que K est indépendante des variables aléatoires de la suite (Jr)n>t.
Pour tout a.r de O, on pose : X(u): 

,<R2rf-l 
J;(a), et on admet que X est une variable aléatoire définie

sur (C), "4,, P).

a )É tab l i r , pou r tou ten t i e r kde [1 ,n ]e tpou r tou t rée l r ,  l a re la t i on ,P6=x1 ( [X  (o ] ) :P ( [X r , ( r ] )

b) Déterminer la fonction de répartition F'76 de Ia variable aléatoire X.

c) En déduire que X est une variable aléatoire à densité, qui admet une espérance E(X) que I'on exprimera

en fonction d. )- , i , .
? .  k + l
Æ = l

d) Vérifier l'égalité (*) : E(X) : E(s6D.

2. Soit (Ui)i>t une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.
Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de la suite (U)>r, qui suit la loi de

\
Poisson de paramètre i strictement positif.



Pour n entier de N*, on pose : 11, : U? +Uî +...*UT*rx. On admet que fI, est une variable aléatoire

à densité à valeurs positives, et qrre Ds^: ] - *, * t

Soi t  s  un réel  de I  -  - , * t

a) Montrer que pour tout ,k de N, la loi conditionnelle de I/, sachant lK : k] est la loi de la variable
aléatoire Wn+2k définie dans la question I.3.b.

b) En posant : X : e"H^, déterminer, pour tout entier,t de N, I'expression de g(,k) en fonction de k.

c) Établir la formule survante :

E(s6D: (1- 2s)- ' /z r "*o (, ^"- 
)- " t  

l - 2 s )

d) En utilisant I'égaiité (*), admise au début de cette partie, avec X : e"Hn, déterminer la loi de I1,.

e) À I'aide de la question III.2.a, montrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 3, on a :

- / 1 \  ^ (  I  \" \ n ) : L \ , , _  2 + 2 K )

Partie IV. Estimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur ou égal à 3. On suppose qu'un modèle aléatoire défini sur (CI,"4,P) comporte
p paramètres réels inconnus dr,. . .,0, non tous nuls. Un échantillon d'observations statistiques permet
d'exhiber des estimateurs û,. .^,îo ,un, biais des paramètres 0r,. ..do respectivement. On suppose que
les variables aléatoires 0!,...,do sont indépendantes et suivent une ioi normale de variance égale à 1.

D D

O n  p o s e  :  0  :  ( h ,  .  .  .  , 0 o ) , 1  :  @ r , .  .  .  , î ù ,  B o  : L î i 2  e t  b ,  : L g :
; -  I

On dit que Ie vecteur aléatoire 0 est un estimateur sans biais du paramètre vectoriel 0, et E(1) est alors
Ie vecteur d.

On définit le risque quadratiquescalaire d'un estimateur d* de d, noté R(0*,0),par:
p

R ( 0 . , 0 ) : E ( D @ ; _ r . ; ) r )
'  j=r

Dans cette partie, on cherche un estimateur d* de d, représenté par un vecteur aléatoire (0i,. . ., dj), dont
le risque R(0. ,0) est strictement inférieur à R(î,il.

1. Justifier que la variable aléatoire Bo suit laloi y2(p,bo), et qu'elle constitue un estimateur biaisé de bo.

/  r \  ^
2 . O n p o s e  0 * : ( t - ; f x d , o ù c e s t u n p a r a m è t r e r é e l s t r i c t e m e n t p o s i t i f . S o i t K u n e v a r i a b l e

\  b p /

aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre f .

- r 1 3  - r  

- - /  

2 K  \  . .a)  En admettant  que I 'on a :  E(+ )  
' .0 i  

? i l
x Dp -^ ' 

: E 
\, - '2 u 211/ ' 

établir l'éealité suivante :
J _ L

R@*,e) - R(î,0) : (c2 _ 2r(p- 2)) x E f- ^=)_ " r r  _ / , . . _  
\ p _ Z + 2 K )

b) Montrer que l ' inégalité: R(0*,0) < R(î d), est vérif iée si et seulement si :0 < c < 2(p-2).
Déterminer en fonction de p,la valeur de c pour laquelle R(0.,0) - R(î d) est minimale.
Comment s'écrit alors I'estimateur d* ?


