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La présentation, i Usthilité, lorthographe. In qualité de lo rédoction, lo clarté et lo prévision des
raisontements entreront pour une purtimportante dans Fappréciation-des copies.

Les candidats sont invités ¢ encadrer duns.la mesure di possible les résultats de leurs calculs.

Aucup document w'est autorisé, Iutliisution de toute calculatrice et de tout matériel électionigue est
interdite. Seule I'utilisation dwne.régle gradude est auttorisée,

St-qu cours de épreuve, un caudidat repére ce qui fui semble étre une erreyr d’énoncg, #l la signalera sur sa
copie et poursuivea sa composition en expliquansles raisons des initiatives qu'il sera-aménd & prendre.

On #intéresse dans ce probléme aux processus de Markov finis homogeénes 3 temps conting et
on étudie deux exemples de modélisation en lish aves des crédits hancabes.

Le probléms comporte quatre parties. Les parties 2 et 3 sont indépendantes de la partie 4,

Boit 1€ N, n 2 2. On considére, dans la suite du probléme, une famille de variables aléatoires
Xy, pour | € IE*, sy un espace prebabilise (£, A, 1), vérifianit log propriétés suivanies ;

(H}} Pour tout ¢ 2 0, Xt(ﬁ) {1y n},
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(1%2} Pour tout » € N e #1 < ty < ... < & dos réels positifs, 41, .., 41 des &léments de
{1,..,n} et & un réel positif, si P{{Xy = 4[N .. N[X =4]) #0,

pf?ftl—ti O R “'»&(*X"h—ku = ?M“L) = Xt w£¢](X£,~i~$ = tr»% 1}
(3} Pour towt 4 & {1,..,n}, la fonction fi @ ¢ — PLX, = 1) est définie, dérivable aur Y et

nlest pas la fomotion nulle, On note 35 ensemble des réels positifs £ tels que f3{1) # 6.

(H4) Pour tous (4,7} € {1,?1}'2, i v § et B 2 0, b fonetion © ?[}'{tzi}(}{t—iﬁ = j) est
constante sur son ensemble de definition & et Il existe un rée) positif que Don note a4,
tel que ,sit & 8 et h ¢ BT,

P (Ko = J) = ijh -+ ofh)

(H5) Pour tous 4 @ {1, ..,n} et b =0, I fonction £+ Py, -y (XM;; == ¢} est constante sur son
ensemble de cloﬁ:m bion & et il existe un réel nemﬁ:ﬁ que Von note oy, tel que, sl i € 5
@ h e WE,

Py (Xein == 8) 2 14+ oush+o(f)

Partie 1 - Matrice génératrice et systéme différentiel associés

On note Ly Ja mattice Hghe dordre n, (B(X;=1) ... wa)) = (fi{t) .. falt))
ot on note 4 la matrice cavrée d'ordre n dont les meﬂ‘iamnw %ﬁt les o5, appelés matrice
génératrice du processus.

On note ausst ponr tout £ € BT, Li = (f{(5) ... fi{&}
Tlobjectif des trois premidres gusstions est d’@f"ﬂ"}ﬁf que potir tout ¢ 2 6, L] = LG

1. Mantrer que, pour tous 5 & {1,...,n} et (&, h) € (RT)?,

?{Xbr-h. e J) P Z P({Xft%& proe }j M [Xi - l])

gl

F
2. Boit i & { Lont, t € 8 et h & RB*, jugtifier que XFLXazfz]'(-Xﬁ'~i"'fﬁ wr f) = 1. Fn déduire
et
gue, pour tout ¢ € {1,...,n} et h € RY, on a Pégalite :

i | Ao+ olly)

n
En conciure que zt}i;;)j = {}.
j=1
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3. a) Montrer que, pour tous j € {1,....n} et (£,h) € (RM)?, on a alors

®
B(Xis = 7) = P(Xe = 1)+ 3 (onh+ o R)P(X; = 4)
i
by En déduire quis pour bous § ¢ ont, b2 0et A0
File + h_) - f;{f} =

Z Filtous,g + o(1)

) i) # ~+(J

23
En conclure que f{(t) = fi{f)ay.

Farl
o} Vérifier Lj = L0
4, Probobilité moyenne d’ére done un fot
Soit T > 0 eb U nne variable aléatoire 4 valeurs dans [(, T] qui suit Ia lof uniforme sue
eat intervalle. On pose Zyp = f (U?«j

vs ,
Moutrer que B(Z; r) exdste el vaut 7 f filtydi. On note e,{T) cetbe espérance,
JO "

Ce. suppose dans celts question que n = 2 ot que (7 = ( ; j;) ol @ et b sont deux

o

réels stiietement positifs. On pose p = Ay g=1 - p, o= f{0).
) Montrer que f; vérifie Uéquation différentielle d’ordre T sur RY, of + (0 + by = b,
b) Bn conelure que pour toitt £ 3 0,
Nty =gt (o~ prexp (-~ (a4 b)t) et folt) =g (e p)exp (—{a + b))
¢} Montrer que pour tout ¢ € RY, f1{#) € [min(p, &), max(p, o)] et que fgﬁﬁm Fi ) = p.
d} Démz*mmm ilm e (1),

2
. Omi suppose dans cette question que n = 3 ot {7 = M : -3 1
& 1 _3

Pour tout £ 2 U, on note &) {vespectivement Cf) ls tramsposée de la matrice lighe L,
(reapmct:wmcm L4}

a) Montrer gue w— ——73- st O sont des valsurs propres de G.

1 1 1y VAT I { B b
b) Qo pose P= {1 -2 0 | Justifier que G=£P 0 -3 0 | P71
11 -1/ 0 0 -5
. - {2 2 2
o) Caleuler “PP. En déduive que P = L {1 -2 1
' S 3 0 -3
| fanit)
d) On pose, pour tout + € BY, PIC = [ alt) | Montrer que pour tout £ & BT,
ys(t)

Yit) =0, v5(0) = ~sgua(t), vh(t) = —fualt).
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o

5 - m»..n]wf: . 1 .
=P A0 | ol | £
Zf

e) En conglure que, pour fout b0, O w= Py, puls gue

i
S L

pour 4 & {1,2,3} ﬂ}_};g& P(X, == 1) = ig

7. Temps initial possé dans un dtat - On pose pour fout 1 € {1, n}, i == —ohg et 00

suppose dans cetfe question gue, sl P Xy = 4} 5 O alors (5 # 0.

L ¥, et ¥ égales, au premier instant 7 oty X 55 i

On définit les variables aléatoires, ¥5, . /
ponr Yy el an premier instant £ oit Xy o Xo pour Y. On admet que ces instonls existent.

Ainsi Y est & valeurs dans |0, ool et si Xo 58 4 Y; =
H

Soit 1 tel qus P(Xy = 1) # 0. On admet gue pour tout & > 0, lorsgue k est un entier

naturel assey grand P ﬂ[
“3::3{}
k
BIY, » )= Y W[ Xy, =1 :
{ 4 ) Ly oo (‘E}L {_'z; ]
=4

n) Montrer gue pour tout w0 et b e N*, b assez grand

% El W ke
P (VX =il | =B =0]] Pl -] (Ki, =) = B(Xo=1) (1 - By M(ED
3m0 : JZG o %a’-—- P a6 " 7 i

b) En deduire que pour tout ¥ 2 0, Pl i¥s > 2y = e”Fi% Quelle est la lol de Y

pour la probabilité conditionnelle. Pryei ?

it
¢y Montrer que pour tout & 2 0, P(Y > ) = ZTP{X@ = k) e,
feme],

d} En conclure gue Y est une variable & densité et déterminer une densité de ¥
e) Om note I = {k € {1, i}/ P(Xo = k) # 0} Brablir que ¥ admet une espérance

Y X T k
égale & z Hzg"f;",m}
Lsl { k

Partie 2 - Matrice de transition, lien avec la matrice génératrice

On utilise les notations de la partie 1.

8, Définition de lo mutrice de tramsition - Pour teus (4,7) € 11, wanl et s 20, st € 5,

on pose
g (8) = Pprmiy(Kees = 7)

qui ne dépend pas de ¢ d'aprés les hypotheses (H4) et (H&).
On note M(s) la matrice d'élément générique mi ().
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a) Btabliv que pour tout & 3 0, Ly = Lydd(s).

by Beit i € {1,...,n}, r & 5. En utilisant la propriété (H2) et en distinguant les cas ot
B([Xy == 8] N [ X ps = k) est nulle ou non, montrer que pour tous (4, k) € {1,...,n}%,
g el ¢ des réels positifs .

PA, = 2] 11 {Xegs = B O [ Xpgspe = 1) = P = ) p{s)rmg 5 ()

En déduire que, pour tous 7 € {1, ...,n} et 5, ¢ des réels positifs |
PX, =i]N [“‘YTS"E‘ﬁ“?’i w f]) == P(X = i) 2 mﬂi,k(g)?n&d{@
ez ]

¢) En conclure que pour tous s et #, des réels positify, M{s +t) = M{)M(£).
d} Montrer gque pour tout & € N et ¢ véel positif, M(kt) = (M (£))F.

* 5 (Apjyey est une suite de matrices appartenant 4 M, (R}, 4 une matrice appartenant
a M (R), 81 l'on note g;;{k) le coeflicient d’indice (4, §) de la matrice Ay, a;; le co-
efficient d'indice (4, §) de A, alors on éorira A == ;fﬁm Ap sl pour (£,7) € {1,..,n}%

' f—r-ttic

i g (kY = ag ;.
TR YA ) 7

On dit alors que la suite {44)15 converge vers A.
q Rzl &

@ On admet, dans la suite de cette partie et daps la partie 8, que pour tout £ 3 0,

M) = lim (]én + };ii;;) (k)

fimr ey

9. On veut simuler le processus & partir de Ja donnée de la matrice G ot de Ly. On admet
que powr ¥ € [0, 100], on peut considérer que M (1) = (I, + w5 G)10%,

e {n importe des bibliothéegues

Ry RS np, ﬂmnpy.!ra;ndam as rd, matplotlib.pyplot as ple, numpy.linalg
ag al

# On rappelle que si M est une maftrice, représentée par un tablesu nuwpy, ML, 3]
désigne le vactenr dés coefficlents de j-éme colonne de M, de wéme pour M[3,:] et
la i-éme ligne de ¥,

a) Ecrire une fonciion Python transition{t,3) de paramstres G représentaut la ma-
trice génératrice carrée d'ordre # et b, qui renvoie la matrice (Tn + hrG L.

b} Utiliser la fonction précédente pour écrire une fonction tracelLoi2¥t{G,L0, tmax)
qui trace, st in méme graphique, les graphes des fonctions £+ P(X; == i} sur le
segment [0, 0] powr § variant de 1 & n, ¢ et LG représentant, respectivement, la
matrice génératrice du processus et 1a ligne L.

Oun utilisera 1000 points powr les graphes.
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¢) Si(F eat la matiice de ln partie I, question 6, Pinstruction,
sraceledaRt (1/30kp arvey([T-3, 1,21, [1,-2,11, [2,1,-211),1/t0%sp , axvay ([8,3,2]),260)

affiche l'imags suivante

0501
G444
0.4G4

4,351

530

8357

@20

0 26 i i 0 100
Expliguer en quol ce graphiqus est cohérent avec un résnltat obtenu précédeminent.
d} On veut simuler et représenter, sut un snéme graphique, les valeurs de Xo, X By eren o ety
pour £ > 0 et k & N, & partir de Ja loi de Xy donnée dans une ligne LO, Compléter
la fopetion suivante pour quelle réalise cette téche :

def simulX{t,k,L0,G):
TisteDesT=[] ; ligtelssX=1]
Me=tyransition (v,0) ; Lt=LO
for i in range(k+i):
listeDesT.append (i*t)
p=rd. random ()
5= .
3=0
while p>. . .:
j#=l
g+=Lt [§]
Lb=. .
listeDasy . append (j+1) :
plt.plot tlisteDeaT,listebesgX) ; plt Lshow ()

Partie 3 - Deux exemples de modélisations

Omn conserve les notations des deux preiniéres parties.

10. On considére trois états pour le recouvrement dran erédis bancaire aprés un défaut de
palement et un accord entre le débitenr et 'organisme de crédit sur la somune & recouvrer .
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8 1 ~ en cours de revouvrement, lorsgue le débiteur est en train de régulariser sa
CTBAneS ;

* 2 . vecouvrd, lorsque le débiteur a honord la totalitd du montant di

& 3 - nion vecouyré, lorsgue Vorganisme de crédit considéee que Pargent est définitive-
mhent perda, '

o oo [
La matrice génératrice ¢ du processus de Markov modélisant ce phénoméneest 0 o 0
- g 0

et Ly = (l @ ’{}Ej__, o ot 8 étant des réels strictement positify.
a) Montrer goe pour tout 1 € N*, G% == (~a — AP G

b) En déduire que poutfous b € N* et ¢ réel (I;%{»G}"f = Jab ( by (i"} (%)7 (~cx — ﬁ}“'":l) G.
R

1- (1 - (ot AR

k : il B
¢) Montrer gue ponr tous b € N* et treel, 5 (5) (£)' (mam )it ==
],

x4
el en déduire que pour tout ¢ 2 0,
iy ., b expl-lo 4 B))
M) =T+ o G
d) En conclure que pour tout § 2 0, P(X, = 1) = exp(~ (e + 8},
i ] . e A i -m’f.w_:g,,.,m-. R ST :
P{X, == 2) = Zi«zé»(l e opf (e B)E}) 68 P(Xy = 3) = s ﬁ{}; exp{~(a+ B)t))

g} En utilisunt les résultats de la question 7 de In partie I, moatrer que leé temps aléatoive
passé on recouvrement suit la lol exponentielle de paramétre o+ 4.

11, On distinguwe, pour Paceds au crédit d'une organisation, trois niveanx de solvabilité :
& 1 - nivean C;
o 2 - niveau B
e 3 - piveaw A.

On suppose que ce nivean évolue dans le temps sulvent un processus de Markov swvec

oo & 1 1 -1 0
G == —,%— 0 ~o o fetlpg= (1 0 0),a>0 Onnoteausid= ;; 0 1 ~1
Y Adee 0 4o T4 0 4

-3 =3 6
. : 1 : ' & s -
a) On admet que A% = — | 24 -3 21 . Calenler 4% — 247 + A {on expliciters
-84 24 60
A®). Que peut-on dire du polyndme U(x} = at - it

Sait. 8 ¢ K et b € N*, on admet& qu’il existe un polyndme ¢ ot des réels o, b, ¢ tels
gue, pour tout z réel ; (1+ ;EZ’L) = QLU () + an® b e (%),

b} Déterminer une factotisation de U(x) ot en déduire que ¢ = L et (14 %) = g +b4-c
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¢} En dérivant I relation (), montrer que (1 + ) = 2n 4 b,
En déduire qus g = #{1 4 %)‘k“l ~ {1+ ) e d, b= (1 + ) — 81 + %)g*'”i _—_
d) Em conclure gue pour tout £ 2 0,
M{E) = (1 (1+ot)e™™) A% + ({24 ot)e™® o NA+ 1y

puis préciser 1o ki de X

Partie 4 - Démonstration de I'égalité () admise dans la partie 2
On utilise les notations et définitions des denx preznidres parties.

B
o On définit pour A = (0751 cn abparienant & M, (1), IlAE] e % lai ;] | cest-
Bl y

¥
a-dire 1a plas grands valeur que prend ¥, la ] lorsque’t décrit {1,..., n}.
=1
s On admet que si (Ag bpzy est une suite de matrices appartenant & A4, (R) et A appartenant
augsi & My (R), A = hm Ay s ot seulement si lim ﬂz—lgf — Al =0,

ool

1 -1 1
. ‘ _ 1
19, Un ezemple -8 A== 8 1| =17}, montrer gue [|Af =2,
s o 2

13. Bedt t 2 0.
&) Etablir |M(#)] = 1.
by Bn wlilisent la question 2 de la parble 1, montrer que pour k & N* asses grand,
[T + (G =1,
14. Sofent A = (g )1 jon ot B = (bij)1¢ijxn deux matiices appartenant & My (R).
o) Etablr que | A+ Bl € I}A |+ | Bl

T

b) Montrec que A < 5, L a5l

[
¢) Démontrer que, [|AB]] < | 4[| B] puis que povr tout entier naturel n, A"} < LAl
d) Veérifier que pour tout k € N, AR BEFL s A(AR - BR) 4 (A~ B)BF,
&) On pose ¢ == max{||A], | Bll). Montrer, par réeurrence sur k, gue pour.fout ke N7,

14% — B¥| < k"4 - Bl
. It 11
a} Justifier que | M (? ) - < i, ?;G)

f Y
RSN I
Erirhoo K
b) Montrer que pour tout & asses grand,

‘ & 4 k
et ' i
;A'j (};) - (In -+ };{;) i %

¢) Fn conclure que M () = Liim (I, + {;G’)k
i 63 ’

15. Soit ¢ wm réel positif et £ & N*,
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