EXERCICE 1

On munit M3 l(ﬂ?) du produit scalaire canonique. On donne les matrices suivantes :

-2 =2 2 1 0 -2 2
A=|=-2 1 -4 B=|-1 1 0 V.=12 Vyo=| 1
2 -4 1 0o -2 4 1
O désigne la matrice colonne nulle d'ordre 3.

I désigne la matrice identité ( matrice unité ) d'ordre 3.
Lorsque A est une valeur propre d'une matrice carrée C, on notera ECO\,) le sous-espace propre associé.

Soit I'application ¢ de M3(ﬂ€) définie pour toute matrice M de M3(ﬂ€) par O(M) = BM — MA.

1. (a) Montrer que les valeurs propres de A sont -3 et 6. Déterminer E A(—3) et £ A(6).
(b) Montrer que 0 est valeur propre de B et déterminer E5(0) . Montrer que ER(0) < E,(=3).
(©) Montrer que 3 est valeur propre de B et déterminer E B(3) . Montrer que E B(3) c E A(—3) .
(d) Montrer que (Vl , V2) est une base orthogonale de E ,(=3) formée de vecteurs propres de B.
En déduire une matrice colonne d' ordre 3 notéeV3 et de premiére coordonnée égale a 1

telle que (Vl Vs, V3) soit une base orthogonale de M3 |(R) formée de vecteurs propres de A .

(e) Exprimer BV3 en fonction de V2 et V3.

0 0 O
En déduire que la matrice B est semblable a la matrice [0 3 3
0O 0 3
2. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M3(H? ).
(b) Soit H une matrice carrée d' ordre 3 élément de Ker ¢ ).

Montrer que (B +31)HV, = O , (B +31)HV, = O et (B - 6I)HV3 =0.
Endéduire HV} = O , HV, = O et HV; = O etque ¢ estunisomorphisme de M3(IR).
3. Soient a et b deux valeurs propres respectives de A etde B.
Soit X un vecteur propre de A associé a a et Y un vecteur propre de B associé a b.
Montrer que Y ’X est non nulle et calculer oY X ). En déduire que b - a est valeur propre de ¢ .

4. Soit A une valeur propre de ¢ . Soit M une matrice carrée vecteur propre de ¢ associée a la valeur propre A.
(a) Montrer que :
B-A- ?))I)MVl =0,B-A- ?))I)MV2 =0et(B-(A+ 6)I)MV3 =0.
(b) Montrer que :
si MV, # O alors A — 3 est valeur propre de B.

si MV, # O alors A — 3 est valeur propre de B.
si MV; # O alors A + 6 est valeur propre de B.
(c) En remarquant que M # O , montrer que MV, , MV, , MV, ne peuvent pas étre tous nuls.

En déduire que A est la différence d' une valeur propre deB et d' une aleur propre de A.
Donner finalement I' ensemble des valeurs propres de¢ .



EXERCICE 2

Lorsque A et B sont deux événements d'un méme espace probabilisé , on désignera par PB(A) la probabilité

conditionnelle de A sachant B, oit B est un événement de probabilité non nulle : Pp(A) = P(A/ B).

On considere un réel strictement positif a et la fonction foc définie sur IR par :

(o—=1)

Pour tout ¢ € ]0;1] s Jo () = ot et pour tout ¢ € ]— oo;O]u ]1;+ w[’fa(t) =0.

1. (a) Montrer que foc est une densité de probabilité. Soit X o, Une variable aléatoire de densité foc .

(b) Déterminer la fonction de répartition de la variable X o

).

(¢) Montrer que pour tous réels a et b telsque 0 <a <b <1, PX(be(Xoc Sa)=P(X, < %

( C' esh-dire P(X, <a /X, <b)=P(X, S%) ).

2. Ce paragraphe étudie une fonction H vérifiant la propriété (R) :
(R) : H est dérivable sur ]O;l] et pour tous réels x et y de ]O;l] , H(xy) = Hx)H(y).

(a) Montrer que pour tout réel ¢ de ]O;l] , (H(\/;))2 = H(?). En déduire le signe de H sur ]0;1].
(b)  On suppose ici qu' il existe un réelp de ]0;1] tel que H(B) = 0.

i ]
n
Montrer grace au 2(a) et par récurrence que pour tout entier naturel n, H ( [3[ 2 ) =0.
En déduire par continuité de H que H(1) = 0 , puis, que H est nulle sur ]O;l].
(c) On suppose ici que pour tout réel B de ]0;1], H(P) = 0.

cl. Montrer que H est strictement positive sur ]O ; 1]. Montrer que H(1) =1.
c2. Montrer que pour tous réels x et y de ]0;1] , YH'(xy) = H'(x)H(y).
c3. On consideére la fonction V dérivable sur ] 0; 1] définie par :

Pour tout réel ¢ € ]0;1],V(t) = In(H(?)).

Montrer que pour tout réel ¢ € ]0;1], V'@ = H t(l) )
c4. Montrer que pour tout réel ¢ € ]0 ; 1], V() = H'(1) In(?).
H (1)

En déduire que pour tout réel ¢ € ] 0; 1], H@) =1t

3. On suppose dans ce paragraphe que Y est une variable a densité vérifiant les propriétés suivantes :

e Y(@) =]0;1].
* La fonction de répartition F}, de Y est dérivable sur ]O ; 1].

e Pourtousréels a et b telsque 0 <a<b <1, B, (Y <a)=PY < ay

(a) Montrer que FY vérifie la propriété (R) .

(b) En déduire qu' il existe un réel strictement positifar tel que Y et X o suivent la méme loi.



EXERCICE 3

ftk) =0 si k est pair(cecicomprendk = 0)

On considere la fonction f définie sur IN par : . . .
fltk) =1 si k est impair

On considére un entier naturel non nul N, et on définit les suites (N k) el ©t (uk) ke v de la maniére suivante :
Ny =N ;uy= fiNy)
N

—Uu
Pour tout k € IN , Nk+1 = % et u,,, = f(Nk+1)

1. Deux exemples.
(a) Déterminer les suites (Nk)ke N et (”k)ke N lorsque N = 27.

. . . 10
(b) Déterminer les suites (N k)k e ©t (uk)k ey lorsque N =27,
2. Dans cette question on étudie les suites (N k) el € (uk) ke dansle cas général .

(a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel & :
u, existe et appartient a {o.1}et N , CXiste et appartienta IN .

(b) Montrer que pour tout entier naturel k, N 4] S % N k-
En déduire que la suite (N k) ke v ©stde limite nulle.

Montrer qu' il existe un rangn, a partir duquel N ¢ est inférieur a 1 .

2
En déduire que pour tout entier naturel k supérieur ou égal a My N =W = 0.

k+1

N

(©) Montrer que pour tout entier naturel k, 2 e+

k k
-2 Nk=—2 U -

n
En déduire en sommantde k=0 a n, que: N = 20u0 + 21141 +ee+ 2%, .

0

(d) Montrer que la suite (u k) ke v De peut pas étre la suite identiquement nulle.

Il existe donc un entier s inférieur a ny tel que U s = 1 et pour tout k strictement supérieur a s, u, = 0.

3. Informatique. On dispose de la fonction Turbo-Pascal définie de la maniere suivante :
function g (n :integer ) : integer ;
begin
g:=n-2=xint(n/2);
end;
ou int (x) représente la fonction mathématique " partie entiere de x " , aussi notée [x] .
( On rappelle que [x] est]' unique entier tel qudx] < x < [x] +1).

(a) En distinguant deux cas selon que 7 est pair ou impair , montrer
que la fonction g n' est autre que la fonctionf .
(b) Soit d 1' entier égal a la partie entiere de% .

Montrer que d est1' unique entier tel qqud <N <24+,

En déduire que I' entiers évoqué dans le 2.(d) est égal a d .

(©) Ecrire finalement un programme utilisant la fonction g qui demande un entier naturel
nonnul N , calcule d et affiche successivement les valeurs Uy Uy ooyl



