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Exercice 1

Partie A

1. Soit ® la fonction définie sur R} par: ®(z) = Inz.
Vérifier que:

Vk e NX, vzeRY, oW (z)=
2. Montrer alors que:

vVt € [0,1],Vn e N*, |In(1+1¢)+

k=1

(="

3. En déduire que la série de terme général (avec n > 1) converge et donner sa somme.

Partie B
On définit sur R la fonction numérique réelle f par:

f est périodique de période 2
pour tout z €] — 1,1, f(z) = z.(1 — |z

1. Montrer que f est continue sur R et dérivable sur [—1,1].
2. Donner les variations de f sur [—1,1].
3. Vérifier que: Yn € N, Vx € [0,1], f(x +n) = (=1)"f(z).
4. On désigne par C la courbe représentative de f dans un repere orthonormé d’unité 2 cm. Représenter les
points de C d’abscisse comprise entre —2 et 3.
Partie C

Soit ¢ la fonction définie sur R par:

1. Montrer que g est continue sur R.
n+1
2. Pour n € N, on pose: u, = [ g(z)dz.

n
En utilisant le changement de variable t = x — n et la question 3. de la partie B, montrer que, pour tout
neN:

3. En déduire que:

1 1
VneN*, ——— < < .
" 61 =l =5
La série de terme général u,, est-elle absolument convergente?
4.
(a) Vérifier que:
1— 2
Vz € RT, Vn € N*, sl -z) x):—x+(n+1)—n —I—n'
r+n r+n

(b) En déduire I'expression de u, en fonction de n.

1
5. En utilisant un développement limité de u,, en —, donner la nature de la série de terme général wu,,.
n



Exercice 2

Pour n € N, R,[X] désigne 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, de degré au plus n. Soit f
I'application qui, a tout polynéme P de R, [X], associé le polynéme @ défini par:

Q(X)=P(X +1) + XP'(X)

Partie A

1. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].
2. Donner la matrice M de f dans la base canonique de R, [X].
3. f est-il un automorphisme de R, [X]?

Partie B

1. Quelles sont les valeurs propres de f7 L’endomorphisme f est-il diagonalisable?
2.

(a) Montrer qu’il existe un polynéme P, non nul de R,[X] tel que: f(P,) = (n+ 1)P,.
(b) Vérifier que P, est de degré n.

3.
(a) Montrer que: Vk € [0,n]], f(Pék)) =(n+1- I{:)P,(Lk).
(b) En déduire que (Pék))0<k< est une base de R, [X] constituée de vecteurs propres de f.
(¢) Donner la matrice D de f_dans cette base.
Partie C

Dans cette partie, n = 2. On définit les polyndémes Fy, E1 et Ey par

Ey=1
Ei = EO et El(l) = 2E1 (O)
Eé =F; et Eg(l) = 3E2(0)

Expliciter les polynémes Fp et Fo.

Montrer que (Ey,FE1,E2) est une base B de Ry[X] formée de vecteurs propres de f.
Calculer les coordonnées du polynéme Q(X) = X2 + X + 1 dans la base B.
Déterminer le polynéme P de Ro[X] tel que: P(X +1) + XP'(X) = X2+ X + 1.

- W D=



Exercice 3

p et ¢ désignent deux réels avec p €]0,1[ et g=1—p
On considere une variable aléatoire réelle X ayant pour loi:

X(Q)=N
{ P(X =k)=pq¢*, VEeN.

1. Calculer E(X) et V(X).
1

2. On pose Y = X+1

(a) Déterminer la loi de Y.

(b) Justifier 1’égalité :

Vx € [0,1], Vn €N, Zm *

En déduire que:

n+1 tk t :C’I’H—l
vVt € [0,1[, Vn e N, ;kJrln(l—t):/ dr.
- 0

(c) Montrer que:
¢

>< 1 tn+2
vVt € 0,1, VneN
0.1, ¥n / ST itz
0
Prouver alors que:
400 k

vt € [0,1], Zk = —In(1—t).

(d) Calculer E(Y).

3. Soit Z une variable aléatoire réelle & valeurs dans N telle que, pour tout £ € N, la loi conditionnelle de Z
sachant (X = k) est uniforme sur [0,k].

(a) Pour z € N et k € N, donner la valeur de P(Z = z/X = k).
(b) Déterminer la loi de Z (chaque probabilité sera laissée sous forme d’une somme).

(c) Calculer E(Z).

4. Soit T une variable aléatoire absolument continue & valeurs dans R4 telle que, pour tout k£ € N, la loi
conditionnelle de T" sachant (X = k) est exponentielle de parametre k + 1.

a) Pourt € Ry et k € N, exprimer P(T <t/X =k).
+
(b) En déduire la fonction de répartition de T'.
) Donner alors une densité de 7.
)

(c

(d) A laide d’une intégration par parties, calculer E(T).



