Partie A : Etude du €as ou

: o matrice M est-elle nversible ? La matrice M est-elle diagonalisable 7 !

Partie B : Etude du cas ou a = 0:

Dans cette partie, on suppose que a = 0.

el émontrer que 1 est une valeur propre de M, et donner une base et la dimension du SOus-espace
( _Jpropre assocle. .\

kemontrer que M n’est pas inversible. WG Soal Jp

utilisant les deux questions précédentes, déterminer ’ensemble des valeurs propres de M. et{a
mension des sous-espaces propres associés. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Partie C : Etude du cas ol a est différent de 0 et de 1.

Dans cette partie, on suppose que a est différent de 0 et de 1.
On pose E = R3, et B = (ey, €2, €3) la base canonique de E.
Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base B est la matrice M.

£

Démontrer que la famille B’ = (u, v, w) est une base de E. M 2 %&_M O O
lculer f(u), f(v).

‘.F'

(%z Calculer f(w) et trouver deux réels « et 3 tels que f(w) :@ég +@
‘?;‘w la matrice représentative de f dans la base B’, que ’on notera T'.

S

F".

déduire I'ensemble des valeurs propres de M , et la dimension des sous-espaces propres ASSOCIes.
~ La matrice M est-elle diagonalisable ? *
g Ay
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EXERCICE 2

Pou
I tout ent;
ntier naturel n non nul, on définit la fonction f, sur R, par :

e~ 7
z 20, falZ)= f 1 dt. (:7
0 L

t

Partie A : Etude de la fonction fial 1;” ]{ g z
e T P A R

Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.
émontrer que la fonction f,, est de classe C* sur Ry, et qQUE, e

271,\;
= 0, f(.’B)— __1‘_'1__% B
tudier les variations de f,. .
=" hémontrer que f t de cl (% [
| / q ~ est de classe sur R, et ca,lc ler sa dérivée seconde. e
En déduire que f,, est convexe sur R, _\ > O
4.(a) Démontrer que : > A
WVt Zilaabir o) SpAdERL): "y,
(b) Montrer alors que :
n
221, fule) 2 fal) 45 @D 0D

déduire la limite de f,(x) lorsque = tend vers +00.

Calculer f,(0), puis démontrer que <0
Détmontrer que ’équation fr(x ) = 0 admet une unique slolutlon strictement positive, et

Solution est strictement supérieure a 1. S fe.
On note z,, cette solution.

que cette

,.f""","-
o

J

Partie B : Etude d’une suite implicite.

On étudie dans cette partie le comportement de la suite (z,,), ou pour tout entier naturel n non nul, T,

est I'unique solution strictement positive de I’équation : TRV ="

On admett :
n admetvtra que . v N* . 2n+2
Nt B > oy

= T 1
4 EN f’”*“( ) Il izl e (2n+2 "',,2n+1> |

EEe k’m)

‘En déduire que : Vn € N fn+1(:1:n) =0 6J —
N\ Montrer alors que la sfu1te (mn) est décroissante, puis qu eu.: > est conve

9.(a) Démontrer que pour tout entier n 2 ) s [0S

(b) A Taide de l'inégalité dgmontree 3 la question 4(b) de la partl

e A, montrer alors que :




ntier naturel n non nul.

ne
on fixe 4 nouveau u ; ATt
tie, fonction G, définie sur R X R* par :

ette par
AR s tie est d’étudier la

L’objectif de cette par
V(ﬂ: y) = R* X R (a:,y) — fn(-’ﬂ) % fn(y).

' ustiﬁer que 14 fonction G, est de classe 02 sur R} xR et ca,lcul?er ses derivées partielles Premie
_ &M'ﬂ t 4 (p) j\ rD Ies,

fonctlo

EXERCICE 3
Qoit @ un réel strictement positif.
| r T 2 0
our tout entier n supérieur ou €gal a 2, on pose : -
< o a £ 50
+00 1 G K (

In(a) = / E‘;‘dt i3 | j 0

£ = GAs )

Montrer que l'intégrale I,,(a) converge et vaut

oit f la fonction définie sur R par :

O« Siit <l
VtERa f(t): 3(13
"%71— Sit}—(l.

/) pour densite.
b)) Donner la fonction de répartition de X. \/
c)) Démontrer que X admet une espérance et calculer cette espérance. l/

~ ’ | . 30,2 _ 4
Démontrer que X admet une variance et que celle-ci vaut p '

3.Sit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |0, 1]. On pose : Y = =

U3
Péterminer Y (). \/

(c) Ecrire une fonction en lang:

| ’&'a'

gument l\iﬁ\T@@La Strﬁc Iﬂ’@‘
matrice & m lignes et n colonn
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n G,,,,l admet-elle un extremum local en (1, ) el S o, donner la nature de cet extremuln‘

Démontrer que f est bien une densité de prol\)ab)lh; . Doit X une variable aléatoire admettant f

Déterminer la fonction de répartition de Y et vérifier que Y et X suivent la méme 101 \/

age Scﬂab d’en-tete : function Y=simulX(a,m,n) prenant en ar-
deux entiers naturels m et n non nuls, qui renvoie une
ue coefﬁment est un reel ChOlSl de fa,gon aleatmre en

ls, l’mstructlon rand (




Calculer P([X > 24]).
(b) Calculer Pix>2q)([X > 6a]). > ? {

(¢) On suppose que la fonction Scilab de la question 3 a été programmée correctement et compilée.

Compléter le script ci-dessous afin qu'il renvoie une valeur permettant de vérifier le résultat de

la question précédente.

i R i s — = -

=T ~FEY ri ——— T o —

e e R L ey s i e S L L e P

On cherche dans la suite de 'exercice a estimer le parametre a. _
Soit m un entier naturel non nul, et X;,..., X, n variables aléatoires indépendantes et suivant

toutes la méme loi que X.

T =1 | Ty ':_‘ sy ¥ \ | _
(a) Montrer que V;, est un estimateur sans biais pour le parametre a. é) Oy -2 S lerlu )
G A
a

‘b) Calculer son risque quadratique et vérifier que celui-ci vaut 3=
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7. On rappelle que : | | ; = |
_ Gi A est une matrice Scilab, ’instruction : A(i, :) renvoie la iéme ligne de 1a matrice A

_ Si A est une matrice Scilab (éventuellement une matrice ligne), I'instruction : sum(a) Fenvoie Lo
somme des coefficients de la matrice A.

_ Sj X est une matrice ligne, l'instruction : plot2d(X,style=-1) représente
coefficients de X & l’aide de croix droites.

_ Si X est une matrice ligne, 'instruction : plot2d(X,style=
coefficients de X a I’aide de croix obliques.

graphiquement |eg
-2) représente graphiquement, leg

(a) Compléter la fonction ci-dessous afin qu’elle réalise m simulations de la, var

lable aléatoire V/
renvoie les résultats obtenus sous forme d’une matrice ligne & m éléments it

s e e e e L T, = T N i

e e = - - :
— ! f e mmmm =
ek L T = e = B T —————

Pour la suite, on prend n = 100 et on suppose que I'on dispose d’une fonction sila,ire siml

permettant d’obtenir m simulations de la variable aléatoire Al

( b) . ' crire le script qui a permis d’obtenir le graphiciue, présenté :

On justifiera la réponse pour les deux derniéres lignes.
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